
3 ة رة رة 3 / بهار 1399 اة سى و هفتم/ شمـــاة سى و هفتم/ شمـــا ة سى و هفتم/ شمـــرة سى و هفتم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

6. نماد گذاري جبري: وي يت1ِ و دكارت 
نمادگذاري در رياضيات امروزه امري مسلم فرض مي شود 
و در واقع رياضيات بدون يك چارچوب درست و حسابي براي 
نمادگذاري، قابل درك نيست. اما بايد توجه كرد كه حدود سه 
هزار ســال، رياضيات بدون كمترين نمادي در حال پيشرفت 
بوده اســت. معرفي و تكامل نمادگذاريِ جبري، عمدتاً در قرن 
شــانزدهم و اوايل قرن هفدهم توسط وي يت و دكارت روي 
داد. گام تصميم ساز را وي يتِ در كتابش با عنوان «آشنايي با فن 
تحليل»2 به سال 1591 برداشت. او در آن كتاب مي خواست به 
روش تحليل يونانيان باستان جاني تازه ببخشد. تحليل روشي 
بود كه يونانيان براي حل مســائل بــه كار مي بردند و در نقطة 
مقابل روش تركيب قرار داشــت كه براي اثبات قضيه ها به كار 
مي رفت. وي يتِ جبر را همان روش تحليل مي دانست و آن را 
به  چشم «دانش اكتشاف درست در رياضيات» مي نگريست. در 
اين زمينه آن قدر وسعت نظر داشت كه معتقد بود جبر «هيچ 
مسئله اي را حل نشــده نمي گذارد.» ايدة بنيادي وي يتِ، وارد 
كردن پارامترهاي دلخواه درون معادله و تمايز گذاشــتن بين 
 D،C،B) آن  ها با متغيرهاي معادله بود. او از حرف هاي بي صدا
 ،I،E،A) و...) براي نشــان دادنِ پارامتر ها و از حرف هاي صدادار
...) براي نشــان دادنِ متغيرها اســتفاده مي كرد. بنابراين يك 
BA نوشته مي  شد  CA D+ + =2 معادلة درجه دو به  صورت 0
(گرچه اين دقيقاً همان نمادگذاري وي يت نيست؛ ادامة مقاله 
را بخوانيد). از نظر ما اين ايده خيلي ســاده و طبيعي است، اما 
آغازي بسيار زيربنايي در جبر به شمار مي آيد: پس از سه هزار 

ســال، نخستين بار بود كه مي شــد از معادلة درجة دوي كلي، 
يعني معادله اي با ضريب هاي حرفي (دلخواه) به جاي ضريب هاي 
عددي (خاص) ســخن گفت. اين، پيشرفتي بسيار اساسي بود، 
چرا كــه جبر را از مطالعة معادلات خاص با ضريب هاي عددي، 
به دانش مطالعة معادلات كلي با ضريب هاي كلي تبديل مي كرد. 
خود وي يت دست به پژوهشي سازمان يافته دربارة معادلات چند 
جمله اي با ضريب هاي حرفي زد. براي مثال، او رابطة بين ريشه ها 
و ضريب هــاي معادلات چند جمله اي بــا درجة حداكثر پنج را 
صورت بندي كرد. اكنون ديگر جبر موضوعي بسيار مجرد تر شده 

و در مسير تبديل به يك دانش نمادين قرار گرفته بود. 
پيامدهاي پژوهش هاي وي يت خيلي گســترده تر از كاربرد 

ايسرائل كلاينر
مترجمان: روح االله جهانى پور (دانشگاه كاشان)
سعيد مقصودى (دانشگاه زنجان)

( ( ٢٢٢٢٢٢٢ ) )٢( ٢٢( ٢ )



رياضيات يونانيان باستان به ويژه در هندسه 
و نظرية عددها نسبتاً پيشرفته و ماهرانه 

بود، ولى جبر آن ها ضعيف بود. در اثر 
عظيم اقليدس، «اصول» (حدود 300 ق.م.)، 

بخش هايى وجود دارد كه تاريخ دانان (به 
منابع شمارة 14 و 16 مراجعه كنيد)، به 

استثناى چند مورد مهم، آن ها را داراى 
ماهيت جبرى مى دانند
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آن ها در جبر بود. او دانشــي نمادين آفريده بود كه پهنة كاربرد 
گسترده اي داشت و در آن، هم بر كشف و هم بر اثبات نتايج تأكيد 
مي شــد. (مثلاً اثبات كلامي كاردانو را كه در سه صفحه فرمول 
جواب معادلة درجه سه را استنتاج كرد، با اثبات نمادينِ امروزيِ 
آن در نيم صفحه مقايسه كنيد. يا تلاش كنيد رابطه بين ريشه ها 
و ضريب هاي يك معادلة چندجمله اي را بدون به كار بردن نمادها 
بيان كنيد!) معلوم شد كه ديدگاه هاي وي يت در پيشرفت هندسة 
تحليلي، حساب ديفرانسيل و انتگرال و علوم ديگري كه چارچوب 
رياضي وار دارند، در قرن هفدهم بسيار اساسي بوده است. با وجود 
ايــن، كارهاي وي يت، كلام   آخر در صورت بندي يك جبر كاملاً 

نمادين نبود. برخي از كاستي هاي كارهاي او از اين قرارند: 
é روش نمادگــذاري وي يت نيمه نمادين (يعني بخشــي 
نمادين و بخشــي كلامي)  بــود. براي مثــال، معادله  اي مانند 
به روش وي يت به اين صورت بيان مي شود:  x B x C+ =3 2 33 2  
A به توان سه به اضافة 3 تا مربع B ضرب در A برابر است با 2 

é وي يت ريشه هاي معادله ها را به عددهاي حقيقي مثبت 
منحصر كرد كه البته اين موضوع با توجه به تمايلات هندســيِ 
او قابل درك اســت، زيرا در آن زمان هيچ نمايش هندسي براي 

عددهاي منفي و عددهاي مختلط وجود نداشت. 
دكارت در كتاب مهمش با عنوان «هندسه» به سال 1637، 
بسياري از اين مشكلات را مرتفع ساخت. او در اين كتاب، مباني 
هندسة تحليلي را شرح داده است. روش بيان دكارت، كاملاً نمادين 
است و نمادگذاري او اساساً امروزي به حساب مي آيد. (شايد بهتر 
باشد بگوييم نمادگذاري امروزي شبيه نماد گذاري دكارت است!) 
براي نمونه، او از  z ،y ،x   و .... براي نمايش متغيرها و از C،b، aو...  
براي نمايش پارامتر ها استفاده مي كند. مهم تر اينكه او يك جبر 
براي پاره خط ها ابداع كرد. به عبارت ديگر، او براي هر دو پاره خط 
بــا طول هاي a  و b، پاره خط هايي با طول هاي a-b ، a+b ، a*b و 
a/b  ساخت. بنابراين همگنيِ عبارت هاي جبري، ديگر مورد نياز 
نبود و عبارتي مانند  ab+c مشروع دانسته مي شد؛ چرا كه طول 
يك پاره خط بود. اين ديدگاه دستاوردي بسيار مهم بود، زيرا نياز 
جبر به هندســه را برطرف مي كرد. دو هزار سال بود كه هندسه 
تا اندازة زيادي، زبان رياضيات به حساب مي آمد. اكنون وقت آن 

رسيده بود كه اين نقش را به جبر واگذارد
 Bashmakova & Smirnova, 2000; Katz, 1998; kline,
 1971; PARSHAF, 1988: 129-164; van der waerden,

1985]

7. نظرية معادلات و قضية اساسي جبر 
كارهاي وي يت و دكارت به ترتيب، در اواخر قرن شانزدهم و 
اوايل قرن هفدهم، مركز توجه را از حل پذيريِ معادلات عددي، به 
مطالعة نظريِ معادلات داراي ضريب هاي حرفي كشاند و اين گونه 
بود كه نظرية معادلات چند جمله اي پديد آمد. در ميان مباحث 
اين نظريه، بررســي وجود، ماهيت و تعداد ريشه هاي اين گونه 

معادلات به چشم  مي خورد، به ويژه: 
é آيا هر معادلة چند جمله اي ريشه دارد و اگر دارد، اين ريشه 
از چه نوعي است؟ اين مهم ترين و مشكل ترين پرسش در موضوع 
حل معادلات چند جمله اي اســت. معلوم شد كه پاسخ دادن به 
بخش اول اين سؤال خيلي آسان تر از پاسخ دادن به بخش دوم 
است. قضية اساســي جبر به هر دو بخش پاسخ مي گفت: «هر 
معادلة چند جمله اي با ضرايب حقيقي يا مختلط، دست كم يك 

ريشة مختلط دارد.»
é تعداد ريشــه هاي يك معادلة چند جمله اي چند تاست؟ 
دكارت در كتاب «هندســه» در قضيه اي به نام «قضية عامل»، 
ثابت مي كند كه: اگر α يك ريشة چند جمله اي ρ(x) باشد، آن گاه 

تا مكعب C (در اينجا به جاي مجهول x حرف A را قرار داده ايم).                  
é عبارت هــاي جبري كه وي يتِ مطالعه مي كرد «همگن» 
بودند، يعني همة جمله هاي آن ها هم درجه بودند. به همين دليل 
است كه معادلة بالا طوري نوشته شده است كه براي ما نامعمول 
به نظر مي آيد. درجة همة جمله ها ســه است. اين لزوم همگن 
بودنِ معادلات، ريشه در انديشه هاي يونانيان باستان داشت كه 
هندسه را حاكم مطلق بر انديشه هاي خود مي دانستند. در روش 
انديشيدنِ يونانيان، حاصل ضرب ab  مساحت يك مستطيل به 
اضلاع a و b را نشان مي داد؛ به طور مشابه abc حجم يك مكعب 
بود. بنابراين عبارتي مانندab+c معنا نداشت، چون نمي شد طول 
را با مســاحت جمع كرد. نزديك به دو هزار سال، اين انديشه ها 

بخشي جدانشدني از شيوه هاي رياضي ورزي بودند. 
é جنبة ديگــر ميراث يونانيان، اثبات هاي هندســي براي 
نتايج جبري بود كه در كارهاي خوارزمي و كاردانو نيز به چشم 

مي خورد و وي يت هم از اين قاعده مستثنا نبود. 



بين قرن هاى نهم تا پانزدهم 
پس از ميلاد، رياضى دانان 
اسلامى به دستاوردهايى 

مهم در حوزة جبر نائل 
آمدند. شايد برجسته ترين 

آن ها محمد بن موسى 
خوارزمى (حدود 85٠- 

78٠ م.) باشد كه برخى او را 
«اقليدس جبر» لقب داده اند
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 ρ (x)= :يك عامل اين چند جمله اي اســت. به عبارت ديگر x-α
q(x)(x-α)كه در آن، درجة چند جمله اي q(x) يكي كمتر از درجة 
ρ(x) است. با تكرار اين فرايند (به طور صوري، با استفاده از استقرا) 
ثابت مي  شود كه هر چندجمله اي از درجة n با فرض اينكه يك 
ريشه داشته باشد (وجود اين ريشه را قضية اساسي جبر تضمين 
مي كند)، دقيقاً n ريشه دارد كه ممكن است متمايز نباشند. اين 
 n داراي درجة ρ(x)نتيجه حكم مي كند كه اگر چند جملــه اي
باشــد، آن گاه n تا عددα n،.... ، α2،α1 وجود دارند، به طوري كه

 ρ(x)=(x-α1)(x-α2)... (x-αn) .3 قضية اساسي جبر مي گويد: اين 
αi ها مختلط هســتند (دقت كنيد كه هر وقت از ريشة α براي 

   ρ(x)=0براي معادلة چند جمله اي α يا ريشة ρ(x) چند جمله اي
 . (ρ(α)=0 :سخن مي گوييم، منظورمان اين است كه

é آيا مي توانيم معين كنيم كه چه وقت ريشــه هاي يك 
معادلة چند جمله اي گويا، حقيقي، مختلط يا مثبت هستند؟ 
هــر چند جمله اي از درجة فرد با ضرايب حقيقي، دســت كم 
يك ريشــة حقيقي دارد. اين نتيجه را در قرن هاي هفدهم و 
هيجدهم بر پاية  درك شــهودي پذيرفتــه بودند، اما در قرن 
نوزدهم به عنوان نتيجه اي ســاده از «قضية مقدار مياني» در 
حساب ديفرانسيل و انتگرال ثابت شد. قضيه مقدار مياني (در 
شــمايلي كه اينجا بدان نيازمنديم) مي گويد: اگر مقدار تابع 
پيوســتة  f(x) به ازاي مقداري از x مثبت و به ازاي مقداري 
ديگري از x منفي شود، بايد تابع f در نقطه اي مانند x0 ريشه 

 . f(x0)=0 :داشته باشد؛ يعني
نيوتــن ثابت كرد كه ريشــه هاي مختلط يــك معادلة 
چند جمله اي اگر موجود باشــند، به صورت جفت هاي مزدوج 
ظاهر مي شوند. به اين معنا كه اگر a+ib يك ريشة ρ (x) باشد، 
آن گاه a-ib ريشة ديگري از آن است. دكارت الگوريتمي براي 
 ρ (x)  يافتن ريشه هاي گوياي (در صورت وجود) چند جمله اي

با ضرايب صحيح ارائه كرد؛ از اين قرار كه: فرض كنيد:
ρ(x)= a0+a1x+...+anx

n

 اگر a/b يك ريشة گوياي ρ (x) باشد كه a و b نسبت به هم 
اول باشند، آن گاه بايد a مقسوم عليه a0 و b مقسوم عليه an باشد. 
چون تعداد مقســوم عليه  هاي a 0  و an متناهي است، اين نتيجه 
در تعدادي متناهي گام، همة ريشه هاي گويايρ (x) را به دست 
 a 0 مقسوم عليه a كه در آن a/b  مي دهد (توجه كنيد كه هر كسر
و b مقسوم عليه an باشد، يك ريشة گوياي  ρ (x) نيست). دكارت 
همچنين آنچه را كه بعداً «قانون علامت هاي دكارت» نام گرفت 

(بدون اثبات)، بيان كرد: 
تعداد ريشــه هاي مثبت چند جمله اي ρ (x) از تعداد تغيير 
علامت هاي ضرايب ρ (x) (از «+» به «-» و از «-» به «+») تجاوز 

نمي كند و تعداد ريشــه هاي منفــي  ρ (x) حداكثر برابر با تعداد 
دفعاتي است كه دو علامت «+» يا دو علامت «-» پشت سر هم 

يافت شوند. 
é رابطة بين ريشه ها و ضريب هاي يك چند جمله اي چيست؟ 
مدت هاي طولاني مي دانستند كه اگر α1 و α2 ريشه هاي معادلة 
 α1α2=c/a:باشــند، آن گاه  ρ(x)=ax2+bx+c=0   درجــة دوي

 .α1+α2=-b/a 
وي يت اين نتيجه را به معادلات چند جمله اي با درجة حداكثر 

پنج تعميم داد و فرمول هايي به دست داد كه در آن ها مجموع ها و 
حاصل ضرب هاي معيني از ريشه هاي يك چند جمله اي برحسب 
ضريب هاي آن بيان مي شدند. نيوتن نتيجه اي كلي از اين گونه 
را براي چند جمله اي هايي با درجة دلخواه ثابت كرد و در اثر اين 
كار بود كه مفهوم مهم «تابع متقارن» برحســب ريشه هاي يك 

چند جمله اي پديدار شد. 
éريشه هاي يك چند جمله اي را چگونه بيابيم؟ مطلوب ترين 
راه اين اســت كه فرمولي دقيق براي ريشــه ها در دست داشته 
باشيم؛ ترجيحاً فرمولي برحســب راديكال ها. ديديم كه چنين 
فرمول هايي براي معادلات با درجة حداكثر چهار وجود داشت و 
لذا كوشش ها به سمت تعميم اين نتيجه ها براي معادلات با درجة 
بيشــتر رفت. در غياب فرمول هاي دقيق براي محاسبة ريشه ها، 
روش هاي متعددي براي يافتن تقريبي آن ها با هر ميزان از دقت 
ارائه شد. در ميان نخســتين روش هاي تقريبي، روش نيوتن و 
روش هُرنر به ترتيب، در اواخر قرن هفدهم و اوايل قرن نوزدهم 
جاي دارند. در اولي حســاب ديفرانسيل و انتگرال به كار گرفته 

شده بود. 
چندين بيان هم ارز براي قضية اساسي جبر وجود دارد كه از 

جمله مي توان به موارد زير اشاره كرد: 
الف) هــر چند جمله اي با ضريب هاي مختلط، يك ريشــة 

مختلط دارد. 
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ب) هــر چند جمله اي با ضريب هاي حقيقي، يك ريشــة 
مختلط دارد. 

پ) هــر چند جمله اي بــا ضريب هاي حقيقــي را مي توان 
به صورت حاصل  ضــرب چند جمله اي هاي خطي با ضريب هاي 

مختلط نوشت. 
ت) هــر چندجمله اي  بــا ضريب هاي حقيقــي را مي توان 
به صورت حاصل  ضرب چند جمله اي هــاي خطي و درجة دو با 

ضريب هاي حقيقي نوشت. 
بيان ها (نه اثبات ها)ي قضية اساسي جبر را ژيرار4 و دكارت 
در اوايل قرن هفدهم ارائه كردند؛ گرچه دقت آن ها به سختي در 
اندازة دقت بيان هاي بالا بود. براي مثال، دكارت قضيه اي آورده 
اســت از اين قرار كه: «هر معادله مي تواند به تعداد بعُد كميت 
مجهول در معادله، ريشة متمايز داشته باشد.» البته قابل درك 
اســت كه چرا او از عبارت «مي تواند داشته باشد» استفاده كرده 
اســت، زيرا نســبت به كاربرد عددهاي مختلط احساس خوبي 

نداشته است. 
قضية اساسي جبر در حساب ديفرانسيل و انتگرال اواخر قرن 
هفدهم اهميت بسيار يافت، زيرا رياضي دانان را قادر مي ساخت 
انتگرال توابع گويا را با تجزية مخرج آن ها به عوامل خطي و درجة 
دو، محاسبه كنند. اما چطور مي شد به درستي اين قضيه اعتماد 
كرد؟ گرچه اغلب رياضي دانان اين نتيجه را درست مي پنداشتند، 
گاتفريد  لايب نيتس5 از كساني بود كه چنين نظري نداشت. 
براي مثال، او در مقاله اي به سال 1702 ادعا كرد كه چند جمله اي 

x4+a4 را نمي توان به عوامل خطي و درجة دو تجزيه كرد. 

نخستين اثبات قضية اساسي جبر را دالامبر6  در سال 1746 
ارائه كرد و بلافاصله پــس از آن، اويلر نيز اثباتي بيان كرد. در 
اثبات دالامبر از انديشــه هاي آناليزي استفاده شده است (به ياد 
داشــته باشــيد كه با قضيه اي در جبر طرف هستيد)، در حالي 
كــه اثبات اويلر، خيلي جبري بود. هــر دو اثبات ناكامل و فاقد 
دقت بودند. به ويژه در هر دو، گفته مي شد كه هر چند جمله اي از 
درجة n داراي n ريشه است كه مي توان بر پاية قواعد محاسبه با 
عددهاي حقيقي با آن ها كار كرد. اما در واقع آنچه ثابت شده بود، 

اين بود كه ريشه ها مختلط هستند. 
گاوس در پايان نامة دكتراي خود كه در سال 1797 (زماني 
كه فقط 20 سال سن داشــت) آن را كامل و در سال 1799 
منتشــر كرد، اثباتي براي قضية  اساســي جبر ارائه كرد كه بر 
پاية استاندارد هاي كنوني، دقيق بود. البته اثبات گاوس هم كه 
مبتني بر انديشه هاي هندسي و  آناليزي بود، از ديدگاه امروزي، 
ايراد هايي دارد. گاوس بعداً سه اثبات ديگر ارائه كرد (دومي و 
سومي اساســاً جبري بودند) كه آخرين آن ها در سال 1849 

بود. از آن زمان تاكنون، اثبات هاي بسياري براي قضية اساسي 
جبر ارائه شده اند، كه تعداد آن ها اخيراً به 2000 مورد رسيده 
است. برخي از اين اثبات ها جبري هستند، برخي ديگر آناليزي 
و بعضي هم توپولوژيكي. به همين دليل مي توان گفت كه يك 
چند جمله اي با ضريب هاي مختلط، هم زمان يك شيء جبري،  
آناليزي و توپولوژيكي اســت. به  نظر نوعي پارادُكس مي آيد 
كه هيچ اثبات جبري خالص براي قضية اساســي جبر وجود 
ندارد، زيرا معلوم شــده اســت كه اين حكم آناليزي كه «هر 
چندجمله اي از درجة فرد با ضريب هاي حقيقي، دست كم يك 
ريشة حقيقي دارد»، ابزاري اجتناب ناپذير در همة اثبات هاي 

جبري است. 
در اوايل قرن نوزدهم، قضية  اساسي جبر، نوعي نسبتاً جديد 
از نتايج را وارد رياضيات كرد: «قضيه هاي وجودي». در اين گونه 
قضيه ها، وجود شيء، مثلاً ريشة يك چند جمله اي، به روش كاملاً 
نظري ثابت مي شود. براي مثال، هيچ  روشي براي ساختن ريشة 
چند جمله اي داده نمي شود، نتايج وجوديِ غير ساختني مجادلات 
بسياري را در ميان رياضي دانان قرن نوزدهم و اوايل قرن بيستم 
پديــد آورد. برخي از رياضي دانان تا هميــن امروز هم اين گونه 

اثبات ها را رد مي كنند.

8. جبر نمادين 
مطالعة حل معادلات چند جمله اي، طبعاً به مطالعة ماهيت 
و ويژگي هاي دســتگاه هاي گوناگون عددها منجر شد، چرا كه 
ريشــه هاي اين گونه معادلات عدد هســتند. از اين رو (چنان كه 
اشــاره كرديم) مطالعة دستگاه هاي عددها، بخشي مهم از جبر 
كلاسيك را تشكيل مي دهد. به عددهاي منفي و مختلط كه در 
قرن هيجدهم غالباً مورد اســتفاده قرار مي گرفتند (بنابر قضية 
اساســي جبر، نمي شد از دســت اين  گونه عددها فرار كرد)، به 
چشم اشيايي غير قابل اعتماد نگريسته مي شد و دركي كامل از 
آن ها وجود نداشت. براي مثال، نيوتن عددهاي منفي را «كمتر 
از هيچ» مي دانست و لايب نيتس مي گفت: عدد مختلط «مابين 
بودن و نبودن مانده است.» اما نظر اويلر در اين باره اين بود كه: 
«هر كميتي را كه پيش از آن علامت+ آمده باشد، كميت مثبت 
و هر كميتي را پيش از آن علامت - آمده باشــد، كميت منفي 

بناميم.» 
گرچــه قواعــد محاســبه بــا عددهــاي منفــي، مانند

1=(1-) (1-)، از دوران باســتان شناخته شده بودند، در گذشته 
هيچ توجيهي براي درستي آن ها ارائه نشده بود (اويلر استدلال 
مي  كرد كه(b-) (a-) بايد برابر با ab  باشــد نه ab- ، چون نشان 
داده شده بود كه اين دومي برابر با b ( a- ) است). در اواخر قرن 
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هيجدهم و اوايل قرن نوزدهم رياضي دانان اين پرسش را مطرح 
كردند كه چرا چنين قواعدي درســت هستند. اعضاي «انجمن 
تحليل در دانشگاه كمبريج»7 پيشرفتي مهم را در پاسخ به اين 
پرســش موجب شدند. در دانشگاه كمبريج، رياضيات بخشي از 
«مطالعات فنون آزاد»8  تلقي مي شد و آن را نمونه اي از مجموعة 
حقايق نابي مي دانستند كه بايد براي پرورش منطقي ذهن جوانان 
به  كار گرفته شود. از اين رو اين رياضي دانان احساس مي كردند 
جبر و به ويژه، قوانين عمــل با عددهاي منفي بايد بر پايه هايي 

مستحكم استوار شود. 
جامع تريــن كار را در اين زمينه، پيكاك9 به ســال 1830 
در «رســاله اي در باب جبر»10  انجام داد. انديشــة محوريِ  او، 
تمايز گذاشتن ميان «جبر محاســباتي» و «جبر نمادين» بود. 
منظــور از اولي، عمل هايي بود كه روي نماد هاي نشــان  دهندة 
عددهاي مثبت انجام مي شــدند و لــذا از نظر پيكاك، نيازمند 
اســتدلال نبودند. براي مثال، اگر: b>c  و a>b-c ، آن گاه اتحاد
 a-(b-c) = a-b+c  قانوني از جبر محاســباتي است. اما اگر هيچ 
قيدي روي b, a و c قرار ندهيم، قانوني در جبر نمادين خواهد بود. 
در واقع نمادها هيچ تعبيري ندارند و لذا جبر نمادين، موضوعي 
نوبنياد و دربارة عمل با نمادهايي بود كه به هيچ شــيء خاصي 
اشاره نداشــتند، اما از قوانين جبر محاسباتي پيروي مي كردند. 
به اين ترتيب پيكاك توانست قوانين جبري گوناگوني را به طور 
صوري ثابت كند. براي مثال، نشان داد كه(b-) (a-)برابر است با 

ab . اثبات او از اين قرار است كه چون اتحاد
(a-b) (c-d)=ac+bd-ad-bc

بــا ايــن فــرض كــه  a>b و  c>d ، يكــي از قانون هاي 
جبــر محاســباتي اســت، پــس يكــي از قانون هــاي جبر 
نماديــن هم به  شــمار مي آيــد و بــدون هيچ قيــدي روي

 c, b, a و d برقرار است. قرار مي دهيم  a =0 و  c=0 تا به دست 
 .(-b) (-d)= bd :آوريم

پيكاك تلاش كرد يكســان بودن قوانين جبر محاسباتي و 
قوانين جبر نمادين را با استفاده از «اصل بقاي قالب هاي هم ارز» 
توجيه كند. اين اصل اساساً حكم مي كرد كه قوانين جبر نمادين 
همان قوانين جبرمحاســباتي هستند ( در آن زمان، به روشني 
بيان نمي شد كه اين قوانين چيستند. در نيمة دوم قرن نوزدهم 
بــود كه اين قوانين در چارچوب اصــول موضوع حلقه و ميدان 
درآمدند و ماهيت آن ها آشكار شد). اين انديشه چندان تفاوتي با 
رهيافت نوين جبري بر حسب اصول موضوع ندارد. اهميت آن در 
جزئيات نبود، بلكه به واسطة رويكردي كلي بود كه نشان مي داد، 
تفكر دربــارة مباني جبر، از تمركز بر معناي نمادها به تأكيد بر 
قوانين حاكم بر عمل هاي جبري تغيير رويه داده است. شاهد اين 
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مدعا، توصيف پيكاك از جبر نمادين است: 
«در جبــر نمادين، قواعدي هســتند كــه معناي عمل ها 
را تعييــن مي كننــد ... مي توانيم آن هــا را مفروضاتي دلخواه 
بخوانيــم، زيــرا به دلخــواه بر گُــردة نمادهــا و تركيب هاي 
آن هــا قرار مي گيرند؛ البتــه مادام كه با ديگــر چارچوب هاي 
مشــتمل بــر قوانين ســازگار، هماهنگي داشــته باشــند» 

.[Ipycior ,1981 :23-45]
اين ديدگاه، خيلي حرفه اي و جلوتر از زمان خودش بود. با 
وجود اين، پيكاك فقط اشاره اي به ماهيت دلخواه قوانين كرده 
بود. اما اين ها عملاً قوانين حساب باقي ماندند. طي چند دهه پس 
از آن، رياضي دانان انگليسي موعظه هاي پيكاك را عملي ساختند 
و جبرهايــي را معرفي كردند كه ويژگي هاي آن ها از جنبه هاي 

گوناگون با ويژگي هاي حساب تفاوت داشت. به قول بورباكي: 
«جبردانان مكتب انگليسي نخست بين سال هاي 1830 تا 
1850 مفهوم مجرد قانون تركيب را انتشــار دادند و بلافاصله 
پس از آن، با به كار بردن اين مفهوم بر انباني از اشــياي جديد 
رياضي، حوزة جبر را گســترده ساختند: جبر منطق به دست 
بول؛ بردارها، چهارگان ها و دستگاه هاي ابَرَ مختلط كلي به دست 
هميلتون؛ ماتريس ها و قوانين شركت ناپذيري به دست كِيلي»

.[Bourbaki, 1994]
بنابراين جبر نمادين، با وجــود محدوديت هايش، فضايي 
مساعد براي پيشرفت هاي آتي در حوزة جبر فراهم آورد. نمادها 
و قوانين عمل با آن ها حياتي مســتقل بــراي خود يافتند و به 
اشيايي تبديل شدند كه خودشان شايستة مطالعة مستقل بودند؛ 

نه اينكه زباني براي بيان رابطة بين عددها باشند. 




